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ÎÁ ÀÖÈÊËÈ×ÍÎÑÒÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÐÅØÅÍÈÉ ÎÏÅÐÀÒÎÐÍÛÕ
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ 1

c© Á.Ä. Ãåëüìàí

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîãîìîëîãèè Àëåêñàíäåðà-Ñïåíüåðà; íåïîäâèæíûå òî÷êè; âïîëíå íåïðåðûâíûå îòîá-
ðàæåíèÿ.

Àííîòàöèÿ: Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ îá àöèêëè÷íîñòè ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê âïîëíå íåïðåðûâíî-
ãî îòîáðàæåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà, åñëè ïðè áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà îòîáðàæåíèå èìååò
åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Ïóñòü X - ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Hn(X) - êîãîìîëîãèè Àëåêñàíäåðà-Ñïåíüåðà ïðîñòðàí-
ñòâà X ñ êîýôôèöèåíòàìè â ãðóïïå Z öåëûõ ÷èñåë. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷íûì, åñëè
ïðèâåäåííûå êîãîìîëîãèè H

n(X) = 0 äëÿ ëþáîãî n > 0.
Ïóñòü E � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, T � âûïóêëîå çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî â

E, g : T × [0, a] → E � âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé
gτ = g(·, τ) : T → E, Fix(g0) � ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ g0.

Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü g : T × [0, a] → T � âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè äëÿ ëþáîé
òî÷êè y ∈ Fix(g0), ëþáîãî τ ∈ (0, a] è λ ∈ [0, 1] óðàâíåíèå x = gτ (x) + (1 − λ)(y − gτ (y)) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, òî ìíîæåñòâî Fix(g0) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷íûì.

Ðàñìîòðèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç ýòîé òåîðåìû.
Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü g : T → T � âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè äëÿ ëþáûõ

òî÷åê x, y ∈ T ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ||g(x) − g(y)|| 6 ||x − y||, òî ìíîæåñòâî Fix(g) 6= Ø è
àöèêëè÷íî.

Èçó÷èì òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Fix(g), åñëè g � àáñòðàêòíûé îïåðàòîð Âîëü-
òåððà.

Ïóñòü C[a,b] - ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â Rn, X ⊂ C[a,b], g : X →
→ C[a,b] - âïîëíå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Âîëüòåððà, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε ∈ [0, b − a] è ëþáûõ
ôóíêöèé x, y ∈ X èç òîãî, ÷òî x(t) = y(t) äëÿ t ∈ [a, a + ε] âûòåêàåò, ÷òî g(x)(t) = g(y)(t) äëÿ
t ∈ [a, a + ε].

Îáîçíà÷èì X0 = {x(a) ∈ Rn |x ∈ X}. Ïóñòü i : X0 → X � íåêîòîðîå âëîæåíèå (íå îáÿçàòåëüíî
íåïðåðûâíîå). Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g0 : X0 → Rn, îïðåäåëåííîå óñëîâèåì: g0(h) = g(i(h))(a).
Â ñèëó âîëüòåððîâîñòè g îòîáðàæåíèå g0 îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Ïóñòü U � îãðàíè÷åííîå âûïóêëîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå C[a,b] òàêîå, ÷òî ìíî-
æåñòâî U ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì; g : U → U - âïîëíå íåïðåðûâíîå âîëüòåððîâî îòîáðàæåíèå.

Ò å î ð å ì à 3. Åñëè g(U) ⊂ U , òî îòîáðàæåíèå p : Fix(g) → Fix(g0), p(x) = x(a), ïîðîæäàåò
èçîìîðôèçì ãðóïï êîãîìîëîãèé.

Abstract: a question of acyclicity of a �xed-points set of a completely continuous mapping depending from
a parameter, is studied; the feature of this parameter is that if its values are close, than our mapping has only
one �xed points.

Keywords: cogomologies of Alexander-Spanier; �xed points; completely continues mappings.

1Ýòî èññëåäîâàíèå ïîääåðæåíî ÐÔÔÈ: ãðàíò �08-01-00192à.
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Êëþ÷åâûå ñëîâà: æàäíûå àëãîðèòìû; ïðîñòðàíñòâî Ìàðöèíêåâè÷à; îöåíêè îïåðàòîðîâ.
Àííîòàöèÿ: Â ðàáîòàõ À. Êîðäîáà è Ï. Ôåðíàíäåç î ðàñõîäèìîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ â ïðîñòðàíñòâàõ

Ëåáåãà êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàë íåêîòîðûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð P ∗n(x). Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ðàññìîò-
ðåíû îöåíêè P ∗n(x) â ïðîñòðàíñòâàõ Ìàðöèíêåâè÷à.

Â ïèîíåðñêîé ðàáîòå [1] î ðàñõîäèìîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp ïðè
1 6 p < 2 êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàë ñëåäóþùèé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð

P ∗
n(x) = max

16j6

∣∣∣∣∣∣
∑

p ïðîñòîå: n<p6n+j

e2πipx

∣∣∣∣∣∣
.

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå áóäóò ðàññìîòðåíû îöåíêè îïåðàòîðà P ∗
n(x) â ïðîñòðàíñòâàõ Ìàðöèí-

êåâè÷à. Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïóñòü I åñòü åäèíè÷íûé îòðåçîê â R ñ îáû÷íîé ìåðîé Ëåáåãà. Äëÿ f : I → R ÷åðåç λ(f, γ)

îáîçíà÷èì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f : λ(f, γ) = µ({τ : |f(τ)| > γ}), à ÷åðåç f∗ åå
ïåðåñòàíîâêó â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå: f∗(τ) = inf{s > 0 : λ(f, s) < τ}. Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
X, ñîñòîÿùåå èç èçìåðèìûõ ôóíêöèé, íàçûâàåòñÿ èäåàëüíûì, åñëè èç g ∈ X, èçìåðèìîñòè f ,
è âûïîëíåíèÿ ï.â. íåðàâåíñòâà |f(τ)| 6 |g(τ)|, ñëåäóåò, ÷òî f ∈ X è ‖f |X‖ 6 ‖g|X‖. Èäåàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, åñëè äëÿ f, g ∈ X èç âûïîëíåíèÿ ïðè âñåõ γ ∈ R+

íåðàâåíñòâà λ(f, γ) 6 λ(g, γ) ñëåäóåò, ÷òî ‖f |X‖ 6 ‖g|X‖.
Îïèøåì òåïåðü ïpîñòpàíñòâî Ìàpöèíêåâè÷à M(ϕ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç W ìíîæåñòâî âîãíó-

òûõ ôóíêöèé ϕ : [0, 1] → R+, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íåïðåðûâíà, ñòðîãî âîçðàñòàåò è îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè

ϕ(0) = 0 è lim
τ→0

τ−1ϕ(τ) = ∞.

Ñ êàæäîé ôóíêöèåé ϕ ∈ W ñâÿçàíà ôóíêöèÿ ϕ̃(τ) = τ
ϕ(τ) . Îïåðàöèÿ ϕ̃ ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé íà

êëàññå W .
Ïðîñòðàíñòâî Ìàðöèíêåâè÷à M(ϕ) ñîñòîèò èç òåõ f , äëÿ êîòîðûõ êîíå÷íà íîðìà

‖f |M(ϕ)‖ = sup
0<t<1

ϕ(t)
t

∫ t

0
f∗(τ)dτ = sup

D⊂I

{
ϕ(µ(D))

µ(D)

∫

D
|f(τ)|dτ

}
.
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